2.3. Minimizarea functiilor binare

forma minima a unei functii binare
criterii de minimizare

Metoda diagramelor Veitch-Karnaugh

aplicabila pentru functii de pana la 6 variabile

implicant prim - orice grupare de mintermeni (compartimente)
care nu poate fi inclusa intr-o grupare mai mare

implicant prim esential - un implicant prim care contine cel
putin un compartiment care nu intrd in componenta altui
implicant prim

implicant prim neesential - un implicant prim care nu este
esential

multimea implicantilor primi esentiali formeaza nucleul functiei
forma minima contine nucleul si eventual o parte din
implicantii primi neesentiali, pentru a acoperi toate
compartimentele care contin 1

exemplu:
X X el = _
— nucleul: x;x, , x;x,Xx
D Ril0IE 1%4 1%2 X4
X3
Y@y o S .
— Xy implicantii primi neesentiali:
1| 1)f0o] O _ - —
X3 — Xy X3Xy, X1 XyX3, X1X3Xy
0] 0] o|f1]| o
— p— Y Xp X3, Xy X3Xy
) Xy X4

Fig. 2.4 Lista implicantilor primi pentru functia data

f(xl,xz,x3,x4) =X Ly +ory O [+ D Dy oy b D5 =
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Functia are 2 forme minime echivalente (cost de 5 porti, 15 intrari)
Prin complementarea diagramei de mai sus, obtinem o altd forma

de scriere a functiei ./ (xl,xz,x3,x4) ;

f(x19x29x39x4) =X Ly Ly 4y [y Ly +x ) Dy +xy ) D
f(xl,xz,x3,x4) =(x1 tX, +x4) [tlxl X3 +x4) [tb?l X, +x4) @?1 X, +x3)

Costul este de 5 porti si 16 intrdri, deci nici un avantaj.

e exemplu:
X X1

NoT D

/

A%

Xy S ,x0,%5,X4) = X, X, + X X33, + X X3 %,

0
0
0 E@\xj

AN
2

0 0

0 0
AN
X, X, X
Fig. 2.5 Minimizarea functiei reprezentate pe diagrama

Costul reprezentarii din figura este de 4 porti si 11 intrari. Daca
evaluam complementul functiei f:

F(x15700,73,%) Sy +3, B O+ O,

f(xl,xz,x3,x4) =Xy [ﬁxl X, "'373) [@’71 +x, +x3) :

obtinem un cost de 3 porti si 9 intrari.

X X
1 - 1
X3 [ X3

Fig. 2.6 Doua solutii de implementare a functiei (X1,X29X3,X4)
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 functii incomplet specificate: valoarea functiei este indiferenta
pentru anumite combinatii ale variabilelor de intrare; se noteaza
prin simbolul X - don't care.

X X1 X1 X1
_lo|x|{t)]o]|x o x)| 1[0 |x
X3 P X3

0| 0|[1] x| off off 1]X
X X
o | x (x| of x| 1{[x]|"
X3 — X3 —
X|0|l0]|0]x, WX o)l 0 [Lo]lx,
X, X, X, X, X, X

Fig. 2.7 Minimizarea functiilor incomplet specificate

Rezulty: /f (xlaxzax3ax4) =x Ly +x 3, 5 Prin  evaluarea

complementului se obtine: J (X1»x2»x3>x4) =x; tx, x5 Ly adica
] 2

=x; Ly [y Uy = X, [6’73 +x4).

e diagrame condensate: concepute in scopul minimizarii unor
functii cu numar mai mare de variabile. Sa consideram functia:

f(x19x29x3) =x; Ly +xp g+ 3, Dy

f(xl,xz,x3,x4)

X3

X3

)

Fig. 2.8 Condensarea diagramei Veitch - Karnaugh
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ox3
- X3 -+

- 1

Fig. 2.9 Descompunerea diagramei condensate
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Descompunerea diagramei condensate:

1. Intr-un compartiment care contine o variabili sau o
expresie booleand se trece 1, in celelalte compartimente similare
se trece 0, compartimentele care contin 0 is1 pastreaza valoarea, iar
cele care contin 1 capatd valoarea X (don't care). Se minimizeaza
functia reprezentatd in diagrama si variabila sau expresia booleana
se aplica prin operatorul logic SI formei minime a functiei.

2. Se repeta punctul 1 pentru toate compartimentele care
contin variabile sau expresii boolene.

3. In toate compartimentele care contin variabile sau expresii
boolene se trece 0, iar compartimentele care contineau 0 sau 1 isi
pastreaza valorile.

4. Se aplica operatorul SAU expresiilor intermediare obtinute
la punctele 1, 2 s1 3.

Compartimentele care contin simbolul "don't care" nu se modifica.

e exemplu:

(x [ x]1]X)
X|l0]0/|O ™~
.x5
01010
Xlofo}|O
X X1
HEEDAEADSE? X [ X)| 0| X
P Ter] 0] 0 Q]o 0
X —_
il X, —> . x6'x7> S =x3-x40x5 +
1 0(0]0 X|10[0]O0
X — X e Xa Xy +
1'xlolololx x| ololo Y10 X306 A7
X, X X, — Y17
1) X]0]X
110010 |
1 01010 -
X o]o]o

Fig. 2.10 Descompunerea unei diagrame condensate
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Metoda Quine - McCluskey

e minimizarea functiilor binare cu numar mare de variabile
e minimizarea automata a functiilor binare pe calculator

ponderea numarului binar x este un numar zecimal notat cu w(x)
care este egal cu numarul de biti de valoare 1 din reprezentarea
binard a numarului x.

exemplu: ponderea lui x=1011 este w(x) =3

Descrierea algoritmului:

1. Pentru functia binarad data in forma canonica disjunctiva se
face conversia din zecimal in binar a indicilor mintermenilor.

2. Se Tmpart numerele binare care reprezinta indicii min-
termenilor in grupuri, dupa ponderea fiecarui indice, in sens
crescator al ponderilor. Grupurile se separa intre ele prin linii
orizontale si rezulta tabelul 1.

3. Se compara fiecare numar binar din grupul de pondere i cu
fiecare numar binar din grupul de pondere i + 1, pentru toate
grupurile. Doua numere binare formeaza o noua grupare daca
difera printr-un singur bit de acelasi rang. Gruparea noua se trece
in tabelul 2.

4. De fiecare data cand ponderea i de la punctul 3 creste cu o
unitate, se trage o linie orizontala in tabelul 2. Dupda completarea
tabelului 2, se repeta comparatiile de la punctul 3 pentru
elementele din tabel si rezulta tabelul 3, s.a.m.d.

5. Cand se ajunge la un tabel care contine un singur numar
binar, atunci termenul corespunzdtor este un implicant prim al
functiei. Ceilalti implicanti primi se gasesc cautand in toate
tabelele construite termenii care nu au fost folositi in comparatii.
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e exemplu:
S (x19x29x3) = XXXy T XXX TX XX TX XX FXXX, FXX)X;
~RAP+RAR+R+E,

Tabelul 1:

I (1), P,

0 Vvvv000 X, X, Xy
2 vO10v X X5 X3
1 v 001V X1 X, X5
4 100V X, X, X5
3 vOl11lvY XX, X5
7 111V XXy X3

Pentru constructia tabelului 2, observam ca termenul de indice 0
poate fi grupat cu termenul de indice 2, rezultand reprezentarea:
0 — 0, o scriere echivalentd a relatiei: XXX T X,X,X; = XX;5
Semnele din tabelul 1 marcheaza termenii care au fost comparati.

Tabelul 2: Tabelul 3:
(0-2) Y 0-0 X, X (0-2-1-3)  O-- X,
(0-1) v 00- %%,
(0-4)  -00 %, %,
(2_3) 01_\/ x1x2 f - xl+)_C2.%3+x2X3
(1-3) 01V ¥ x
3-7) 11 X, X5

Forma minimd disjunctivd a functiei binare este disjunctia
implicantilor primi din toate tabelele construite, care nu au fost

grupati: J (xl,xz,x3) =X TXX5 T,

Toti implicantii primi din expresia minima a functiei f sunt
esentiali s1 functia are o forma minima disjunctivd unicd. Este
posibil insd ca o functie sa aiba mai multe reprezentari minime.
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e exemplu:

f(%.%,,35,3,) = B+ B, + B, +B, 4B +B, +B, 4P, +P, +h,

Tabel 2:

(0-8) ¥ -000
(0-4) v 0-00
(8-12) 1-00
(8-9) 100-
(4-12) -100 v
(4-6) 01-0
(9-11) 10-1
(6-7) 011-
(3-11) v -011
(3-7) Y 0-11
(11-15) 1-11
(7-15) 111V

f se poate scrie ca disjunctia implicantilor primi:

f:¥3f4+ .X3.X4+xl§2§3 +§1 X2§4—|—x1f2x4—|—fl X2.X3

Tabel 1:
0 vv 0000
8 vv 1000V
4 vv 0100V
12 1100vVY
9 v 1001V
6 vO110v
3 vv0110
11 V1011 vV
7 vOl11vv
15 1111 VY
Tabel 3:
(0-8-12)  --00
(0-4-12)
(3-11-15) 11
(3-7-15)

Tabelul implicantilor primi:

dar nu este 1n forma minima

Mintermeni Pis Py Py Py Pg P; Pg Py P; Py
Implicanti primiN\Jx,x,X:,| X 3,33, | X350, | X, 5,550, [ 2,3, X30, | X, 205X, X1X,X5%, [ X, X5 X)X, X, X,X,0, X, X5, X,

EZEPRN VA [N NV B SN VI N
T I T s s o I

XXy X3 | v @ |

X1Xp X4 v @ |

.fl Xy )_C4 | i @ \y

X1X)X3 @ \/ ‘

Functia are 4 forme minime:

J =0, F 6%, XX+ X0 0X, = X0, FXGX, FX0x XXX =

= XX, T X;X, T XX, X, T X X, X, = X;X, + X;X, T XX, X, T X X,X;
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Metoda consensurilor

 reprezentarea functiel intr-o forma elementara disjunctiva
 reducerea dimensiunilor listelor de termeni prelucrati

e consensul a doi termeni produs P1 si P2 care contin aceeasi
variabild, variabila care este complementatd intr-unul din ei si
necomplementata in celdlalt, se obtine prin inldturarea variabilei
respective s1 efectuarea produsului logic al celorlalte variabile
din cei doi termeni produs.

o exemple: consensul termenilor X, X,X; gi X3X,X;5 este  X;X,X,Xs.
consensul termenilor X, X,X; si X,X3X, este X;X3X,.

Descrierea algoritmului:

1. Se stabilesc perechile de termeni pentru care exista consens
si se adaugd consensurile termenilor la forma elementara
disjunctiva a functiei.

2. Se elimind termenii care sunt acoperiti de alti termeni
existenti in expresia functiei.

3. Se repeta punctele 1 si 2 pana cand nu se mai pot forma
consensuri, sau toate consensurile care se pot forma sunt acoperite
de termeni deja existenti.

e exemplu:

A (xl,xz,x3,x4) = X X050, F XXX, XX X0, X XXX, FXX XX, =
N— ——

= XXX, T X,X,X,%, + X, X, XX, T X, X;X, +X,X,X;X, + X, X, X, X, + X, X,X;X,

=X, X;x, t X, x; %, + X, X, X%, = X, X; XXX, + XX, %, + X, X, X, %, = X, xX; +
\ v \
+X,6,X.%, = X, X%, XX, Y X X0,X,X, = X, X%, Y XX,
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Metoda ESPRESSO

 foloseste o strategie euristica bazata pe aproximatie, care evita
constructia listelor de termeni

e se aplica repetitiv s1 genereaza de fiecare datd expresii boolene
disjunctive mai simple decat precedentele lor

e fard a garanta forma minima absoluti, metoda ofera rezultate
comparabile cu cele obtinute prin metoda Quine-McCluskey

Descrierea algoritmului:

1. Se aplicd procedura EXPAND functiilor F si £, rezultatul
fiind expresia redusi a functiei F , notatd cu F .

2. Se aplicd procedura IRREDUNDANT expresiilor F si O,
rezultind o noui expresie redusd notatd cu F .

3. Se aplica procedura ESSENTIAL PRIMES expresiei £ "
iar rezultatul este expresia E.

4. Rezultatul procedurii anterioare se noteaza cu D si se
elimina din expresia F, iar rezultatul este notat tot cu F .

5. Se aplicd procedura REDUCE expresiei notate cu F si
expresiei D, iar rezultatul este notat cu F .

6. Se aplici procedura EXPAND functiilor F si F, iar
rezultatul se noteazi cu F .

7. Se aplica procedura IRREDUNDANT expresiilor F si D,
rezultand o noud expresie redusa notati cu F .

8. Daci expresia redusd F este mai simpld decat cea folosita
la pasul 5, atunci se reia de la pasul 5; in caz contrar, se introduce

o "perturbatie" pentru a scoate procesul dintr-un eventual minim
local. Daca se reuseste acest lucru, atunci se reia de la pasul 5; in

. . - . . — *
caz contrar, forma minima a functiei este /* = F +E .
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* Procedura EXPAND inlocuieste fiecare termen din expresia
functiei F cu un set alcatuit din toti termenii distincti care
formeaza o acoperire de rang imediat superior §i care nu
intersecteazi pe F :

o exemplu: I =XX,XX, +Xx,X; +xx,x, +Xx XX,

! X1
X, X, %, X, [l ool
3\
_ ojf1|1]o
p— Xy
e e T ot e olo|1]1
XpX3Xg  XyX3Xy XyXpX; X XpXy X3 —
‘m 01 00 |xy4
X, X, X
| Tl | xl
o] o]%
X3
_ ol1f1]o
—_— % — — % —— % _ X4
_ o ofo]olx
* - Intersecteaza F x—2 x, Ix

Fig. 2.11 Exemplificarea procedurii EXPAND

Complementul lui F este:
F =(xl +x, +x, +x4) [@xl +X, +x3) [(:El +X, +x4) (3?1 +X, +x4) =
= (x1 + X, +x2x4) [@3‘1 +X, +x2x3) =

= XX, XX, %, +Xx; Tx:X, +XX, X, +X,X:X,
Primul termen care formeaza o acoperire de rang imediat superior
lui X, X,X%;Xx, este X,X;X, . El intersecteaza F' deoarece:
X, XX, N I = ()?2)?3x4) [ﬁx1x4 +xx,x; +xx; +x;x, +XxXX,Xx, +x2x3x4) =
— X1f2f3)?4 +X1)?2)?3)?4 +0+0 +0 +0 ¢O Func‘giaFdeVine:

%

F=xxx, +xx,%; +xx,x, +x,x;x,
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e Procedura IRREDUNDANT incearca sa gaseasca o suma logica
neredundanta, adicad sa elimine termenii redundanti din expresia

disjunctiva a functiei F . Contine 3 subproceduri care se aplica
consecutiv.: REDUNDANT, PARTIALLY REDUNDANT si
MINIMAL_ COVER.

Subprocedura REDUNDANT separda tofi implicantii
primi care ar putea fi redundanti de cei care sunt relativ
esentiali.

Un implicant prim este relativ esential fatd de o anumita
expresic daca s1 numai daca pentru acele valori ale
variabilelor pentru care el are valoarea logica 1, expresia care
nu contine implicantul respectiv este diferita de 1.

« exemplu: termenul X, X;X, este relativ esential pentru functia
* e s . . . —
F = XXX, +Xx,%; +x,x,x, +x,x;X, deoarece pentru X; =0
x; =0 si x, =0 termenul X, X;X; =1 iar expresia functiei din

care se elimini termenul X,X;X, devine: 1Lk, U =x, #1,

. . . .. . . . * .
Observam ca toti implicantii din expresia lui /' sunt relativ
esentiali, deci expresia lui /' nu se modifica:

F =xxx, +xx,%; +xx,x, +x,%;x,
Celelalte 2 subproceduri vor fi discutate ulterior, dar nici
ele nu modifica expresia lui /' din exemplul considerat.

e Procedura ESSENTIAL PRIMES stabileste care sunt
implicantii primi esentiali. In lipsa listei de mintermeni, un
implicant prim este esential daca nu este acoperit in totalitate de
orice alt set de implicanti primi ai functiei F, indiferent daca

acestia sunt sau nu inclusi in F . Acoperirea unui implicant de
catre alti implicanti primi poate fi gasita din consensul lui cu
fiecare din termenii din F .
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Pentru ca nu intotdeauna se pot face consensuri, avem in vedere
si un consens generalizat (de exemplu, consensul lui X;X,X, cu

X)X3X, este XX,X3X, , adica mintermenul acoperit de fiecare din cei

doi termeni)

X3Xg | X XpXy | XXXy | X X3Xy

X X3xy XXy X3Xy 0 0
XXy X3| XX, X5, v X, X3 X, 0

Xy XyXy 0 X, X3 X, v XXy X3X,
X1 X3X4) 0 0 X X, X3%,

Jz C7 |30 353, 0, (50) | Xy (4 )| X153
C'N(E)=C'] Nu Da Da Nu
Esential Da Nu Nu Da

Fig. 2.12 Identificarea implicantilor esentiali prin consensuri

Daca suma consensurilor pe coloane acopera termenul de pe
linia respectivd, atunci acesta nu este esential. Se recomandad o
vizualizare a implicantilor primi folosind echivalentul grafic al
diagramei Veitch-Karnaugh.

Suma implicantilor primi esentiali este: £ = X,X;X, + XX,

. . . * . * — * — A
iar noua expresie a lui F' devine: £/ = F —E =X x,X; tx,x,X,

e Procedura REDUCE incearcd sa micsoreze acoperirea fiecarui

implicant din F, fard a modifica functia F . Pentru fiecare

consens ¢, expresia £ (d) = (F _Ci) +D acopera F prin alti

. . . A . | 3 —*( .
implicanti. Procedura inlocuieste consensul ¢'cu ¢’ N F (i) , O

portiune din ¢’ care este acoperitd numai de ¢ .

*f — — — — — -
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= XX, X, T XXX, +XX;X, =
F (x1x2x3) = XX, tx,x; +xx, +xx, *xX,X;x, +x,X,X,
— — T~ F [ — — — — — —
Se repeta calculele si pentru consensul X,X,X, si se obtine:

%

F=Xxx,xx, +xx,%X;x,

e Procedura EXPAND foloseste tot complementul lui F' stabilit la

inceput si se obtine: £ = x,X;x, +Xx,X; +Xx,X,X,

e Primele doua subproceduri ale procedurii IRREDUNDANT
folosesc functia "don't care" D ca parametru. De data aceasta, la

expresia lui F din subprocedura REDUNDANT se adaugi si

expresia lui D. Observam ca nici unul din implicantii primi nu

este relativ esen’gial, deci: F* — X2f3-x4 + x1x2f3 +x1x2x4 .
Subprocedura PARTIALLY REDUNDANT stabileste care

sunt implicantii acoperiti de expresia D + RE pentru a fi
declarati total redundanti si  eliminati. RE este suma

implicantilor relativ esentiali. Implicantii din F care nu sunt
nici relativ esentiali si nici total redundanti se numesc partial

redundanti si formeaza expresia &,
R, = x,X3x, +X,x,%; +Xx,X,X,

Subprocedura MINIMAL COVER cauta un set minim de

implicanti din R, care acopera expresia neacoperiti de RE si

setul D. Pentru fiecare implicant ¢’ din R, va exista o sumai

de implicanti G,. astfel incat expresia (R, —G,.)+D +RE

va acoperi implicantul ¢’ daci si numai daci un implicant

este eliminat din G,.. Rezulta F "= X,X;X, si forma minima :
F=x,xx, +x,x,x, +x,x;x,
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